X+y+(m+l)z=2
1.- Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {x + (m-1)y + 2z =1.

2Xx +my + z=-1
Discuta el sistema segun los valores de m € R.

Solucioén
1 1 m+l 1 1 m+l 2

Sea A=|1 m-1 2 |yA*=1l m-1 2 1 |lamatrizde los coeficientesy la matriz ampliada.
2 m 1 2 m 1 -1

1 1 m+ 1 1 m+1 | Adjuntos

Tenemos |A|=|]1 m-1 2 |F,-F =|0 m-2 1-m | primera =+(1)( (M-2)(-1-2m) — (m-2)(1-m))-0+0=
2 m 1 |R-2F [0 m-2 -1-2m|columna

= (m-2)-(-1-2m+m-1) = (Mm-2)-(-m-2).

De |A| =0, (m-2)-(-m-2), dedonde m=-2 y m=2.

Sim=-2 y m=#2, tenemos rango(A) = rango(A*) =3 =n°de incognitas, por el Teorema de Rouché el sis-
tema es compatible y determinado y tiene solucion Unica.

11 1 11 12
Sim=-2,tenemos A=|1 -3 2|y A*=1 -3 2 1].
2 21 2 21 41
En A como 1 ;‘ =-3-1=-4=0,rango(A) = 2.
1 1 2 1 1 2|Adjuntos

EnA*como |1 -3 1/ F,-F =0 -4 -1 primera =+(1)(-12-4) -0+ 0=-16 # 0, rango(A*) = 3.
2 -2 1F-2F |0 -4 -3|columna
Como rango(A) = 2 # rango(A*) = 3, por el Teorema de Rouché el sistema es incompatible y no tiene solu-
cion.
113 113 2
Sim=2,tenemos A=|1 1 2|y A*=|1 1 2 1|.
2 21 2211

1
En A como 1

3
2‘ =2-3=-1+0, rango(A) = 2.

13 2 1 3 2|Adjuntos
EnA*como (1 2 1|F,-F =|0 -1 -1 tercera =+(1)(5-5)-0+ 0 =0, rango(A*) = 2.
2 1 -1FR-2F |0 -5 -5|columna

Como rango(A) =rango(A*) = 2 < n°deincégnitas, por el Teorema de Rouche el sistema es compatible e
indeterminado y tiene mas de una solucion, en nuestro caso infinitas.

. 1 0 3 0 21 -1 1
2.- Dadas las matrices A= , B= y C=
-1 01 101 -1 0

(a) (1 punto) Calcule, si es posible (A-BY™.
(b) (1 punto) Compruebe que C3=1, donde | es la matriz identidad y calcule C?®.
Solucién

(@)

Calcule, si es posible (A-BY)™.

Existe D! si det(D) = |D| = O.



10 3 3 4 | |
eabD=ADb~= 12 0= . Como =0-4=-4+0existe D* = —- .
SeaD = A B! Como |D| = 0-4 = -4 % 0 existe D* = - Adj(D'
101 0 ID|
11
3 1 0 -4 0 -4y_(0 1
ID| = -4, D'= . Adj(D')= D= L oAdiDY) = L. = .
40 13 ID| 21 3) ua -3

(b)

Compruebe que C3=1,donde | esla matriz identidad y calcule C?.
-1 1)1 1 0 -1 - -

C2: . = ;CS:CZ.C: 0 1 1 1:1 0:|2_
-1 0){-1 0 1 -1 1 -1)\-10 00

16— (CN.C= (P.Cec=c=| T 1
C®=(C¥5-C=(25C=1»C=C (_1 o)'

0 3 3
X-2Y =
. . 0 20
3.- Resuelva el sistema matricial 7 6 1
2X+3Y = ]
14 3 7
Solucién
x-2v=(0 5 o) x2v=(0 5 o) Lo
— ~ 7 0 7 , de donde Y=[2 1 _1].
2X+3Y = | (E,-2E) 7Y = )
14 3 7 14 7 7

1 0 -1y (0O 3 3 2 0 -2 0 3 3 2 31
Tenemos X =2- + = + =
2 1 1 0 -2 0 4 2 2 0 -2 0 4 0 2

X + z=1

2x +y =3
(@) (1,25 puntos) Calcule la ecuacién del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto (0,0,1).
(b) (0,75 puntos) Se considera el paralelepipedo definido por los vectores u, v y uxv. Sabiendo que
uxv = (-1, 1, 1), calcule el volumen de dicho paralelepipedo
Solucién
(a)

Calcule la ecuacion del plano que contiene a la recta r y que pasa por el punto (0,0,1).

4.- Se considera larecta r

El haz de planos que contiene alarecta r es: (x +z -1) + m(2x +y - 3) = 0. Como el punto (0, 0, 1) pertenece
alplano—»> 0)+(1)-1+m(2(0)+ (0)-3)=0 — 0-3m =0, de donde m=0Yy el plano pedido x + z-1 = 0.

(b)
Se considera el paralelepipedo definido por los vectores u, v y uxv. Sabiendo que uxv = (-1, 1, 1), calcule €l
volumen de dicho paralelepipedo.

Sabemos que el volumen de un paralelepipedo es el valor absoluto del producto mixto de los tres vectores que
lo determinan con un origen comun.

También recordamos que el producto mixto de tres vectores, que se escribe [u,v,w], como el niumero que
resulta de realizar el producto escalar del primer vector u por el vector producto vectorial de los otros dos vxw,
es decir [u,v,w] = ue(vxw).

En nuestro caso [u, v, uxv] = - [u, uxv, v] = -(-[uxv, u, v])) = [uxv, u, v] = (Uxv)e(vxw) =
=(-1,1,1)(-1,1,1)=1+1+1=3.

Volumen=|[u,v,w]|=|3]u®=3us



5.- Calcule el siguiente limite Jim (1 +X- sen(x))llX
Solucioén

3 1
lim (1 +x - sen(x))l’x =(1+0-sen(0))or =(1)". Indeterminacion del nimero “e”.

x—0+

Recordamos la regla de L'Hbpital (L'H), que nos dice que si “f” y “g” son funciones continuas en [a -3, a + 9],

derivables en (a -, a + §), verificando que f(a) = g(@) =0 y lim Q , entonces si existe lim ﬂ se veri-
=2 gx) 0 e g'(x)
ficaque lim ﬂ—Ilm ) . La regla es vélida si tenemos oo/, y también si x—0)
x—>a (X) x—a g(x)
. (x-sen(x) o, . (1-cos(x) o, - (sen(x)
lim (1 + x - sen(x))" e“°( v oo = elT”[ S j: e{E’LH}: em’( S J: e{a’LH}: em(sz

x—0+

_ oot _ ) _ L) e

6.- Se considera la siguiente funcién: f(x) = X — . Estudie la existencia de asintotas verticales, horizontales y
-e

oblicuas y calculelas cuando existan.
Solucién

Sabemos que la regla de L’'Hépital (L’'H) dice: Si lim =~ ) _ y existe lim ) , entonces IimM = Iimfl.—(x).
x—a g(x) O x-a (g (X) x—a g(x) x->a g (X)

. L, 00
La regla se puede repetir y también para — , y cuando X — .
o0

Para que una funcién f(x) tenga una asintota vertical en x = b se tiene que verificar que Iin?)f(x) = oo,
X

2
Como Iingf(x) = Iin:n)l X ={ 0 = g; L'H} Ilmﬁ— 2— 0, f(x) no tiene asintotas verticales.
X X e

-e* (1-¢° x>0 g%
2
X + + . , .
Como |im f(x) = lim = T® -7 =+o0, f(X) No tiene asintota horizontal en +oo.
X—>+00 X—>400 ) 1 1- 1 1-0
e* +00
- f(x . X + + . . .
Como lim fe9 - lim =T -7 =+, f(X) no tiene asintota oblicua en +co.
X—>+0 X X0 1- 1 1-0
e +00
. . . X2 + + 2X + +
Como lim f(x) =limf(-x) = lim =1 =Tyl im =72 -T2 Rl
X—>—o0 X—>0 x—>+0] - @¥ 1-o -0 X—>+00 o ex -0 -00
.2 2 . . . . .
=lim — = — =0, larectay =0 es una asintota horizontal en -«, luego f(x) no tiene asintota oblicua
X—>+00 _e - 00
en -oo.

7.- Se considera la siguiente funcion: f(x) = In(2x + 1).

(@) (1,25 puntos) Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento
(b) (0,75 puntos) Halle la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 1/2.
Solucién

(a)

Estudie su dominio, asi como sus intervalos de crecimiento y decrecimiento

Sabemos que In sélo existe para nimeros positivos, luego 2x + 1 > 0, de donde x > - 1/2. El dominio es el
intervalo (-1/2, +o).

Nos piden la monotonia, que es el estudio de f ‘(x).
2

f(x)=In(2x + 1); f'X)=——— .

(x) = In( ) £'() T 1



Def‘(x) =0, tenemos 2 = 0, lo cual es absurdo y f no tiene extremos relativos siendo siempre estrictamente
creciente o decreciente.

Comof'(l) = % >0, Comof‘0)=(+)1>0,f es estrictamente creciente (Z )en (-1/2, +o).

(b)

Halle la ecuacion de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 1/2.

La recta tangente a f(x) enx=1/2 es: y —f(1/2) = (1/2)-(x — 1/2)
Tenemos f(1/2) = In(2(1/2) + 1) = In(2); f'(1/12)=————=—==1

La rectatangente pedidaesy —In(2)=1-(x —1/2) 6 y=x +1In(2) -1/2.

8.- Calcule la siguiente integral: _[(«/;-Inz(x))dx

Solucion
2 2:In(x)dx
u=In“(x) = du= ———
1= [VxIn?(odx = X . 2x:;/_ 0 - szf 2. Inix)dx
— _ 12 _[y12qy — X X
dv=y/xdx = x*2dx = v-jx dx-3—/2 3
= @-W(x) —[xIn().dx = ‘/_| 2(x) - _| = {=)
u=Inx) = du= ax
l, = I&-In(x)dx= X . & ZX:;/_ In(x)- J.ZX\/_ dx ZX‘/_l n(x) - J.\/;dx -
dv=v/xdx = x*?dx = v:fxl’zdx = );7_ 2X3

nG) - In(x) -

2x«/_ 2 2x«/_ 2x\/_ g_x N

Luego

= ) = 2500 - B = 2% g{ZXf NG - Sx X}K e R CR

9.- Segun estadisticas del Instituto Nacional de Estadistica, la probabilidad de que un varén esté en paro es del
12%, mientras que la de que una muijer lo esté es del 16%. Ademas, la probabilidad de ser varén es del 64% y
la de ser mujer del 36%.

a) (0,75 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona ¢ cudl es la probabilidad de que sea
mujer y esté en paro?

b) (0,75 puntos) Si se elige una persona al azar ¢,cudl es la probabilidad de que esté en paro?

¢) (0,5 puntos) Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro
¢cual es la probabilidad de que sea mujer?

Nota informativa: las estadisticas anteriores (y los experimentos) estan realizados con personas en disposicion
de trabajar

Solucién

a)

Hemos conectado por redes sociales con una persona ¢ cuél es la probabilidad de que sea mujer y esté en pa-
ro?

Llamemos V, M, P, y P, a los sucesos siguientes, “ser varon", “
paro", respectivamente.

ser mujer", "estar en el paro" y "no estar en el

Datos del problema: p(V) = 64% = 0'64; p(M) = 36% = 0’36; p(P/V) = 12% = 0'12; p(P/M) = 16% = 0’16, ...

4



Todo esto se ve mejor en el siguiente diagrama de arbol (completamos las probabilidades sabiendo que la su-

ma de las que parten de un mismo nodo vale 1).
P
L
opa v
/““’5/ oERe
™~ 016_-p
O'%'KM/'/
0'84
-.._PC
Me piden p(ser mujer y estar en el paro) = p(M2) = p(M).p(P/M) = (0’36)-(0’16) = 36/625 = 0°0576.
b)
Si se elige una persona al azar ¢ cudl es la probabilidad de que esté en paro?

Me piden p(estar en el paro) = p(P)

Por el teorema de la Probabilidad Total:

Me piden p(P) = p(V).p(P/V) + p(M).p(P/M) = (0'64)-(0’12) + (0’36)-(0’16) = 84/625 = 0°1344.

c)

Hemos conectado por redes sociales con una persona que nos ha confesado estar en paro ¢ cudl es la probabi-
lidad de que sea mujer?

Me piden p(estar en el paro sabiendo que es mujer) = p(M/P).
Por el teorema de la Probabilidad Total:

Aplicando el teorema de Bayes, tenemos:

owpy =PMO P) _ PIV)-P(PIM) _ (036)-(0'16)
p(P) 0'45 0'1344

=3/7=0°42857.

10.- De los estudiantes universitarios espafioles, uno de cada 5 abandona sus estudios. Se seleccionan 5 es-
tudiantes universitarios espafioles al azar, de modo independiente

(@) (1 punto) ¢ Cual es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus estudios?
(No es preciso finalizar los calculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando y desarrollando los nu-
meros y operaciones basicas que la definen, pero sin hacer los célculos finales).

(b) (1 punto) ¢ Qué es mas probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga? Razone la
respuesta de modo numérico.

Solucién

(a)

¢,Cudl es la probabilidad de que uno o ninguno de dichos estudiantes abandonen sus estudios? (No es preciso
finalizar los célculos, puede dejarse indicada la probabilidad, precisando y desarrollando los nimeros y opera-
ciones basicas que la definen, pero sin hacer los calculos finales).

Recordamos que si realizamos n veces (5) un experimento en el que podemos obtener éxito, F, con probabili-
dad p ( p(F) = 1/5 = 0'2) y fracaso, F®, con probabilidad q (q=1-p =1 -0'2 = 0'8), diremos que estamos ante
una distribucion binomial de parametros n y p, y lo representaremos por B(n;p).

Es decir nuestra variable X sigue una binomial B(5; p) = B(5; 0’2).

En este caso la probabilidad de obtener k éxitos, que es su funcion de probabilidad, viene dada por:

5
p(X = k) = (5 sobre k)-0°2k-0’8+) = (kj -0°2¢-0°85%),
** (n sobre k) = [E] = (nh/(K'.(n - k)!) con n! el factorial de “n”. En la calculadora “ n tecla nCr k

5 5
En nuestro caso piden p(X=0)+p(X=1) = [OJ -0°20-0°8® + [J -0’21-0’8™) = 0’32768 +



| |
= O 020089 + > .021.0'8%) = 032768 + 0°4096 = 0°73728.
015! 1141

(b)
¢, Qué es mas probable, que todos abandonen sus estudios, o que ninguno lo haga? Razone la respuesta de
modo numérico. Calculamos p(X = 0) y p(X = 5).
5 5
Tenemos p(X=0) = (0] -0’2°-0’8) = (0’8)° = 0°32768. p(X=5)= [5] -0°25-0’8©) = (0°8)° = 0°00032.

Luego es més probable que ninguno abandone los estudios.



